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Verzamellngen algebra:

vy g, ACB

AUB = BUA

AUA =

AU(BUC) = (AUB)UC = en duaal

"AU(ANB) = A

AN(BUC) = (ANB) U(ANC) .
hugen B .

AyuA =V

‘(AUB) =A AB

ACBE>AUB = B<=>ANB = A

Cartesisch product van twee verzamelingen
Ven W, VRW ={(x,y) t xeV, yeW}

Binaire relatie op een verzameling V

dgf deelverzameling van V X V,
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Cartesisch product van twee vergzamelingen V en W.
Dit wordt gedefinieerd als: VX W = {(x,y) iixe V, yeW}. . S
T~ S
" De definitie kan natuurlijk makkelijk uitgebreid worden tot het Cartesigch .

product van (eindig) veel verzamelingen.

Soms zullen we ook het cartesisch product van een familie VJ, je r , van
verzamelingen beschouwen, waarbij " oneindig kan zijn. We hebben dan

éﬁ1 Vj is de verzameling van alle functies f, waarbij voor elke jé»F,

T(IEV .

Binaire relaties

Zij V en W twee verzamelingen. Een bimaire relatie R tussen de verzamelingen

V en W is een deelverzameling S van VX W.

We schrijven: xRy «— (X,y)€ S.

Een speciaal geval is, als V=W. We spreken dan ook wel van een binaire
relatie op V. ;

De bovenstaande definitie is natuurlijk gemakkelijk uit te breiden tot

ternaire relaties etc.

Functies

Zij V en W twee verzamelingen., Een functie f van V in W (voorgesteld door

£ : V—2W) is een voorschrift dat aan elk element x van V, precies één
element y van W toevoegt. ‘

Precieser: f is een binaire relatie tussen V en W, met de eigenschap,

dat voor elk element X van V, er precies égg element y van W bestaat,

zo dat tussen x en y de relatie bestaat. '
Notaties. Is y hef element, dat door f aan x toegevoegd wordt, dan schrijven
we y = £(x).

1

De functie f : V —> W wordt "op" gencemd, indien voor elke yeW, er een

x €V, bestaat zodanig, dat y = £(x).

Product van twee functies.

Zij f : V—W, g : W— U, dan wordt de functie gf : V—>T gedefinieerd

door (gf)(x) = g(f(x)).



Inverse van een functie

Zij £ : Ve»W een functie die "op" is &n éénéénduidig. Het laatste
betekent: f(xl) = f(xz) = x; = X,
De inverse functie van £ 1is een functie f_l ! W—s-V, die gedefinieerd
wordt door f(f_l(y)) =y,

Merk op, dat deze functie f-l inderdaad bestaat.

Identiteitsfunctie

De functie f : V-3V wordt de identiteitsfunctie op V genoemd indien

f(x) = x, voor alle xe V.
Deze identiteitsfunctie wordt soms door het symbool 1 voorgestéld.

Zij £ : V=V, "op' en éénéénduidig. Blijkbaar is £y = V.

Equivalentierelatie

7ij V een verzameling. Een equivalentierelatie "=" op V is een binaire

relatie, die voldoet aan de volgende eigenschappen:

1°. x=x, YxeV
o
2. X=Ey=yEX
30. Xy, y=Z —=pX=2.

Elke equivalentierelatie, induceert een "partitie” van V in restklassen,
d.w.z. men kan V verdelen in deelverzamelingen, die paarsgewijze een
lege doorsnede hebben en zd dat de vereniging van alle, de hele verzame-
ling V is.

Indien a €V, dan definieren we

a
ling van restklassen. a heet een representant van Ua’ maar het is duide-

U ={x : X=a, er} . De familie {Ua,aev} is dan de verzame-

1ijk dat Ua=U <> a=>b is,

b
Omgekeerd induceert elke partitie van V een equivalentierelatie op V.

Dit is makkelijk na te gaan.

Gedeelteli jke ordening

Zij V een verzameling. Een gedeeltelijke ordening " < " op V is een

binaire relatie die voldoet aan de volgende eigenschappen



1%, x¢x, ¥xeV
Zo,xsyyysX=$x:=y
30» XLy, y<€2 =X ¢ Z.

Voorbeelden:

10° De gehele getallen onder de gewone ordening

20° De deelverzamelingen van een verzameling V onder (C (verzameling
theoretische insluiting)

3°. De gehele positieve getallen, onder ms-n<—3>m/n {m deetbaar op n).

Een keten of lineair geordende verzameling is een gedeeltelijk'geor—

dende verzameling, waarvoor geldt: voor elke x,y €V, geldt minstens:

xg&y of y£x.

Een element z van een gedeelteli jk geordende‘verzameling, heet een

bovengrens van x en y, indien z>»x en z >y. Analoog: ondergrens.

Een element heet een eenheidselement van een gedeelteli jk geordende

verzameling V, indien het een bovengrens van alle elementen van V is.,
Analoog: nulelement.
Notatie: eenheidselement: 1

nulelement N ¢

Opmerking. Indien er een eenheidselement (nulelement) bestaat, dan is

het eenduidig bepaald.

Lattices (tralies)
7ij L een gedeelteli jk geordende verzameling die voldoet aan de volgende

voorwaarden:

1. Elk tweetal elementen a en b heeft een kleinste bovengrens c, d.w.z.
cxa, cxben c¢'za, ¢'»b=>c'»c. (Merk op dat ¢ eenduidig bepaald
is.)

2. Elk tweetal elementen a en b heeft een grootste ondergrens c*, d.w.é.

* * *
c<a, ¢ £ ben ¢'€a, ¢'<b=2c'gc .

L wordt dan een lattice (tralie) genoemd.

Notaties: ¢ = aUb of ¢ a+b

cz*= afb of ¢ = ab.

Kleinste bovengrens = supremum
Grootéte ondergrens = infinum.
Opmerkingen: Alle drie bovenstaande voorbeelden zijn voorbeelden van

lattices.
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Voor een lattice gelden de volgende eigenschappen

() a+b=b+a . , @y ab=ba
(2) a+(b+c)=(a+b)+c (2') a(bc)=(abdec
(3) a+a=a 39 aa=a
(4) a(a+b)=a S 4" "~ a+ab=a .,

Bovendien geldt:
(5) a £ b<&> ab=a<&=> a+b=b.

Bewi js

(1) en (1') volgen onmiddellijk uit de definitie van a+b en ab.

We bewijzen (2) '

a+(b+c)> a en a+(b+c)P b+c, dus a+(b+c)> b en a+(b+c) » c. Derhalve
a+(b+c)> a+b en dus a+(b+c) 2 (a+b)+c. Op dezelfde wijze volgt, dat
(a+b)+c > a+(b+c) waaruit (1) volgt, ' A

Het bewijs van (2') is analoog aan dat van (2). (3) en (3') volgen onmid-
dellijk uit de definities,

Bewijs van (4):

ag a+b dus a(a+b)=a .

(4') gaat op dezelfde wijze.
Bewijs van (5)

Als a€ b, dan is natuurlijk ab=a en a+b=b. Is ab=a, dan is asb enz,
Omgekeerd hebben we het volgende:

Zij L een systeem waarop twee binaire relaties + en x gedefinieerd zijn, die
aan de eigenschappen (1),(1')....(4),(4') voldoen,

Dan is L een lattice onder de binaire relaties £ , die gedefinieerd is door
a € b&> ab=a<=>a+b=b, waarbij a+b de supremum en ab de infinum van a en b

is.

We merken op, dat inderdaad ab=a&=s a+b=b. Inderdaad; stel ab=a, dan is
a+b=ab+b=b volgens (4').
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Het is gemakkelijk te bewijzen, gebruik makende van de eigenschappen
(1)0o0o.0(4),(4"), dat ¢ een gedeeltelijke ordening is,
We bewijzen slechts dat a+b de supremum is van a en b,
(a+b)a=a, dus a+b> a. Eveneens a+b3 b. Stel ¢>a;, ¢>b, dan-is c+a+b=
=c+a+c+b=a+b, dus c3 a+b, '

Isotone en homomorphe afbeeldingen

Zij Pi en P2 twee gedeeltelijk geordende verzamelingen. Een functie (afbgel-

ding) £:P,—>P, ("in" of "op") wordt een isotone ("order presefving')

afbeelding genoemd, indien
asb == £(a) € £(b).

Zij L1 en L2 twee lattices. Een functie f:Ll-%rlb wordt een homomorphe

afbeelding genoemd, indien

£(a)+£(b)  en
£(a)z (b) .

f(a+b)
f (ab)

Elke homomorphe afbeelding is een.isotone afbeelding.

Bewijs: Zij a< b, dan is a+b=b, dus f(a+b)=f (a)+f(b)=Ff(b)., Dus £(a) € £(b),

Opmerking
Niet elke isotone afbeelding van een lattice in een ander lattice is een

homomorphe afbeelding, hetgeen uit het volgende voorbeeld blijkt:

a
4 3 b2

‘ ,
L, L ° by
a4 2

Zij f(a1)=f(a2)=f(a3)=b1 en f(a4)=b2, f is isotoon, maar f(a2+a3)=b2 en
f(a2)+f(a3)=b1@

Een homomorphe afbeelding f:Li—é'Lz wordt een isomorphe afbeelding genoemd,
indien f &énéénduidig is, dus £(a)=f(b) = a=b,



B

We merken op dat als f:Li—a»Lz een isomorphé afbeelding "op" is, dan is
f_l; Lé_’”Ll ook een isomorphe afbeelding.

Ook geldt: Indien a<€ b&>f(a)<€ f£(b) en f is éénéénduidig, dan is f een
isomorphe afbeelding. _ .

De volgende terminologie wordt wel gebruikt:

epimorphe afbeelding = homomorphe afbeelding "op"

monomorphe afbeelding = isomorphe afbeelding "in".

Iets over verzamelingenleer

1 2

éénéénduidige functie bestaat, die Vl op V2 afbeeldt.

Het is duidelijk, dat de relatie e ;, een equivalentie relatie is,. Een ver-

Twee verzamelingen V., en V_ heten gelijkmachtig (Vlco Vz) indien er

zameling heet aftelbaar oneindig, indien hij gelijkmachtig is met de ver-

zameling der natuurlijke getallen,

Elke oneindige deelverzameling der natuurlijke getallen is geli jkmachtig

- met de gehele verzameling.

De verzameling der rationale getallen is aftelbaar oneindig.

NN PN IX RN IN)
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We zullen nu een verzameling beschouwen die niet gelijkmachtig is met de
verzameling der natuurlijke getallen.

Zij N de verzameling der natuurlijke getallen. We beschouwen nu de ver-

zameling‘v = ZN, d.i. de verzameling der'deelvefzamelingen van N.

Elk element van V kan op éénduidige wijze worden voorgesteld door een
oneindig aftelbare rij van nullen en enen. Is n.1l. X een deelverzameling
van N, dan definié&ren we deze rij {an,n=1,2,,,.} door a = O indien

n¢Xena = 1 indien neX.
n

Stel nu dat V dezelfde machtigheid had. als N. Dan kunnen de elementen
van V door een aftelbare verzameling {'aikyi=1,2,,.npk=1,2;,,.} worden
} voorgesteld:

2110 %120 #3700

8917 Bggr Bggrece

0 waarbij elke a,, = 1 of O,

8410 242 BggroccBykece ik

Nu defini&ren we een deelverzameling van V door een rij -{bk, k=1,2,...} s

door
0

1.

1 indien akk

O indien akk

1l
1]

Het is duidelijk, dat voor geen waarde van i, de rij {,aik} dezelfde is
als de rij {,bk} . Derhalve hebben we een deelverzameling van V gecon-
strueerd, die niet in het bOVenstaande schema van deelverzamelingen van

V voorkomt., Derhalve is een tegenspraak verkregen;

We hebben tegelijk aangetoond, dat de verzameling der reéle getallen

niet aftelbaar is.
We vermelden hier nu twee stellingen, zonder bewijs:

I. Voor elk tweetal verzamelingen, bestaat er altijd een éénduidige af-
beelding, die één van beide verzamelingen in (of 0p) de andere af-

beeldt,
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I1. Stelling van Cantor-Bernstein

Indien elk Van'een tweetal verzamelingen éénéénduidig in de andere

afgebeeld kan worden, dan zijn die twee vérzamelingen gelijkmachtig,

Zij V nu een willekeurige verzameling. Het cardinaalgetai "V‘ van V is
één van de verzamelingen, die met V gelijkmachtig is. (Voor élke verza-'
meling V wordt op een bepaalde wijze een met V geli jkmachtige VerZameling
voor dit doeleinde gekozen; voor een meer axiomatische definitie zie"L
Halmos, Naive set theorie.,)

We schrijven ook:

" voor elke verzameling V die een eindig aantal elementen bevat, b.v.

n, lVl =n

voor N, lN' = J{o

X,
voor de verzameling R der reé&le getallen lR }= 2 .
Op grond van de bovengenoemde twee stellingen I en I1 voeren we nu voor

cardinaalgetallen een relatie £ in,

Zij o en '3 twee cardinaalgetallen, b.v. IVl =0 , IWI = P , dan
& £ P,indiemn er een éénéénduidige afbeelding van V in W bestaat.
Het volgt uit bovengenoemde twee stellingen, dat deze relatie een
lineaire ordening is.

Zo hebben we b,v. J€)§ 2N;,)Co £ 2 0, dus

X
X, < 2 °,

ot &4

Verder: ) : 2 .
o < 2 < 2 etc,

Continuum hypothese:

Er bestaat geen cérdinaalgetal o , zodat

N

o
){o<o<<.2 .

Gegeneraliseerde continuum hypothese:
Zij & een willekeurig oneindig cardinaalgetal., Er bestaat geen cardi- .
naalgetal # , zodat N

ot <P <2 ,



Keuze-axioma ( Zermelo)
Zij Vg
£(o) €V& , voor elke & € A,

o € A een klasse verzamelingen. Er bestaat een functie f, zodat

Equivalente vormen van het keuze-axioma

1) Zij Vu , % € A een klasse verzamelingen. Het cartesische product

X Wx bestaat.
o €A '

2) Lemma van Zorn

7Zij P een gedeeltelijk geordende verzameling, zodanig dat elke keten in

" P naar boven begrensd is. Dan heeft P een maximum element.

~Opm. Een maximum element a van P is een element; waarvoor geldt xQL a

voor alle x&P.

Vervolg lattices

Deellattice _
Zij L een lattice. Een niet lege deelverzameling L' van L, heet een deel-
lattice van L, indien L' gesloten is onder de lattice operaties.

Dat wil zeggen: Indien x en yeL', dan X + y en Xy€L'.

Stelling.

ittt - " '

Zij h : L=>» L een homomorphe afbeelding van het lattice L in het lat=-
tice L*'. Dan is het beeld h(L) van L een deellattice van L*ﬂ

Bewi js: eenvoudig.

We merken nog even op, dat indien h @ L~—+-L* een isomorphe afbeelding
"op" is, dan is h"! eveneens isomorph en "op'. D.i, weer eenvoudig te

bewi jzen,

Distributieve lattices

Een lattice is distributief indien de volgende twee eigenschappen gelden:

1) a(b+c) = ab + ac; 2) a + be = (a+b) (a+c).
Stelling. (1) en (2) zijn equivalent
Bewijs (1) == (2)

(a+b) (a+c) = a(a+c) + b(a+e) = a + ab + bc = a + be,

(2) == (1) analoog.
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Het volgende lattice is niet distributief:

b(a+c) £ ba + bec.

Voorbeelden van distributieve lattices:

1) Elke keten is distributief..
2) Elke 2V. v _ .
3) Hetlattice van alle eindige en co-eindige deelverzamelingen van een

verzameling V.

Een deelverzameling X van V heet co-eindig, indien het complement van
X eindig is. Dit lattice is een deellattice van ZV. |

4) Elk deellattice van een distributief 15ttice is distributief.

..5) Hetlattice der natuurlijke getallen geoi'dend onder mg& n<—> m/n is

distributief.

Complementaire lattices

Een lattice; met een O en een 1 heet complementair, indien voor elk

element a€ L, er een element ael bestaat, zodat

a+a=1 en aa =0,
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Volledige lattices

Een lattice L is volledig, indien elke willekeurige (eindige of onéindige)
verzameling elementen van L een supremum en een infimum heeft,

Is {xi;ie I} een verzéméling elementen van een volledig lattice L; dan
stellen we de supremum voor door jz: X, en de infimum door '! Xy
' ie > iel
Een volledig lattice L heeft uiteraard altijd een O en een 1.
Voorbeelden. 1) De keten van reé&le getallen in -het gesloten interval

[091] is volledig. De ketensvan re&le getallen in [O,l), of (0,1] of
(0,1) zijn niet volledig.

2) De lattice 2 ° is volledig.
3) ‘De lattice van eindige en COSeindige deelverzamelingen van een onein-

dige verzameling is niet volledig.

Een lattice L heet & -volledig indien elke aftelbare verzameling elemen-

ten van L, een supremum en een infimum heeft.

De definitie van een ol -volledig lattice, waar & een willekeurig cardi-

naalgetal is, is analoog.

Stelling v
Zij P een gedeeltelijk geordende verzameling met een 1,-eh waarvan elke
deelverzameling van elementen een infimum heeft. Dan is P eem volledig

lattice,

Bewijs. Zij X =={xi : ie.l} een deelverzameling van P. We moeten al~

Iecen bewi jzen, dat Xy bestaat.

i€
71 Y:{y P yex,, VieIpyeP}.

Y is niet leeg, want 1 € Y, Zij a = TT ¥ yaxi, voor elke vyeY en
yeY
voor e€lke i€ I, Dus a),ex_i voor elke ie I, Is a'2 Xy, VoOT elke iel

dan is a'€ Y, dus a'> a., Dus .l] X, = a,
ieI i

We keren nu terug tot distributieve lattiées.
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A‘Sfelling. Complementering is eenduidig in elk distributief lattice.

Bewijs. Zija+a'=a+a=1, en aa’' = aa = 0,
Dan is a' =0 + a' = aa + a' = (a+a')(a+a').=a + a', Evenze.a=.as « a'.

Dus a = a',

Boolese algebras

Een Boole'se algebra B is een distributief complementair lattice.

Een Boole'se algebra kan ook gedefinieerd worden als een algebraisch
systeem met twee binaire operaties en één unaire operatie en twee elemén~

ten O en 1, waarvoor de 'volgende eigenschappen gelden:

a+b=Db+a ’ ab = ba
a + (b+c) = (a+b) + ¢ a(be) = (ab)ec
a+a=a aa = a
a(a+b) = a a+ ab =a
a(b+c) = ab + ac a + bc = (a+b) (a+c)
a+a=1 aa = 0.
Verder geldt weer: a& bg=hab = ag=ha+b = b,
Enige identiteiten:
7
1) a+b=a+ab; ab = a(a+h)
2) asb&>ab = O0&pa + b =1
3) agbepayb
4) (a+b) =a b (ab) =3a + b (wetten van de Morgan).

Bewijs.
1) a + b = 1.(a+b) = (a+a) (a+b) = a + ab.

De andere identiteit is duaal,

2) agb=3a +b=Dbof b+ab=bof ab = 0.
ab=0=>b+ab=b=>b+ a=b=sagb.
De rest gaat duaal,

3) agb&>ab = Oc>a b = 0&p apb.

4) a+b+ab=a+ (b+a)(b+b) = 1
 (a+b)a b = O dus (a+b) = 2 b.
(

2b) = (mPB) =23+ b.
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Voorbeelden van Boole'se algebras

1) De B.A. van alle deelverzamelingen van een verzameling.

2) De B,A. van alle eindige en co-eindige deelverzamelingen van een ver-
zameling. ‘

' 3) De B.A. van alle eindige sommen (= verenigingen) van intervallen

[,p), osag 1, ospsu.
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We gaan nog even digper op ﬁoorbeeld 3) in. Elk element van deze B.A.
heeft dus de vorn > i, wear i, = [a, gJos« <1

=1 '

J=1 Ospjsl.

" Het is duidelijk, dat de vereniging van twee elementen weer een eindige
. som van jntervallen [u,la) is, Dit is eveneens het geval met de door-
snede van twee elementen, door n.1l, de distributieve wet toe te passen
en te bedenken dat de doorsnede van twee intervallen [u, p) weer een
dergelijk interval is. Tenslotte is de verzameling gesloten onder com-
plementneming, hetgéen te zien is door de wet van de Morgan toe te pas-
sen. | '

Verder is het nulelement, de lege verzameling en het eenheidselement,
het interval E 0,1). Tenslotte is het niet moeilijk te zien, dat deze
B.A, niet volledig is.

Atomen

Een element p van een Boole'se algebra B heet een atoom, indien:

1°p £ o0, 2° acp=>a =0,

(Men kan i.p.v. 2° ook zeggen ap = p of O voor elke a&B).

X
De Boolese algebra 2 o; heeft atomen. Evenzo de B.A. van eindige en
co-eindige deelverzamelingen van een verzameling. De intervalalgebra

(zie boven) heeft echter geen enkel atoom,

Atomaire B,A.'s

Een B.A. B is atomair, indien voor elk element a&€B, a # O, 3p,- P een

atoom, zodat p& a.

De_twee eerstgenoemde Boole'se algebras zijn afomair. Er bestaan ook
"Boole'se algebras m&t atomen, die echter niet atomair zijn. Zij b.v.

B de intervalalgebra van [’0,1] (dié dus geen atomen heeft)., Zij A

de B.A., die uit 2 elementen bestaat. Dan heeft de B,.A, A X B, precies
1 atoom, n.1. het element {(1,0).

Stelling

- In ‘elke atomaire B,A, is 1 de som van alle atomen,
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Bewi js.
Zij ipigié.l} de verzameling van alle atomen. Stel a > elke Py a<l,
dan is @ # O, Dus bestaat er een atoom, b.v. p, ,,zodat p,,s‘zo Maar ook:
i i

picé a, dus p £ aa = 0, maar p, # 0. Dus eeén contradictie. Derhalve
i i
1 .

ie1 Py

We geven hier nog een overzicht van voorbeelden van de verschillende
mogelijkheden, die op kunnen treden, Sommige van de onderstaande voor~
beelden konden nog niet besproken worden, Hiervoor raadplege men de 1ite-

ratuur (b.v. Dwinger, p.9 e.v.).

1. B.A, van alle deelverzamelingen
van een verzameling atomair en volledig

2. intervalalgebra van [0,1] geen atomen en niet volledig

3. B.A, van alle eindige en co-
eindige deelverzamelingen
van een oneindige verzameling atomair en niet volledig

4, Het cartesische product van
vb.2 en de B.A, (0,1)(2 elementen!) één atoom en niet volledig

5, B.A, van open reguliere deelverz,
van het eenheidsinterval ‘ : geen atomen en volledig

6. B.A. van Lebesgue meetbare
deelverzamelingen wvan [0,1] ,
modulo deelverzamelingen van .
Lebesguemaat O geen atomen en volledig

Elke vrij (oneindige) Boole'se
algebra geen atomen en niet volledig
7. B.A. van alle deelverzamelingen geen atomen en niet volledig

van een oneindige verzameling
modulo eindige deelverzamelingen

Deelalgebras

Een deelverzameling A van een Boole'sé algebra B heet een deelulgebra
van B, indien 1° A is niet leeg, 2° A is gesloten onder de Boolese
operaties,
De laatste voorwaarde betekent dus:

a,b€A == atb en abeéA

aghA ==> a€A,
Een deelalgebra is dus zelf ook een B.A, en bevat altijd de elementen

Oenl,

&
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Het is eenvoudig te zien dat de doorsnede van 2 subalgebras (zelfs van
elke familie van deelalgébras) weer een deelalggbra is. Dit geldt echter

niet t.a.v. de vereniging van subalgebras. -Eenvoudige voorbeelden vah

deelalgebras zijn 1° de deelélgebra die uit O en 1 bestaat, 2° de deel-

‘algebra die met B samenvalt,

. Homomorphe afbeelding

Zij A en B Boole'se algebras. Een homomorphe afbeelding (of homomorphisme)

van A en B, is een afbeelding h : A == B, waarvoor geldt

h(a+b) = h(a) + h(b)
h(ab) = h(a) h(b)
h(a) = (h(a)) .

We.zién, dat h(i) = hta#Z) = h(a) + h(a) = h(a) +(h(a)) = 1, Evenzo
h(0) = O,

Verder geldt dat elke homomorphe afbeelding isotoon is, omdat.het. tevens
een lattice homomorphisme is, Dus a € b = h(a) £ h(b), Een homomorphe
. afbeelding heeft cen isomorphe afbeelding indien deze ééneenduidig is.
Soms worden de volgende termen nog gebruikt:

epimorphisme = homomorphe afbeelding "op”

monomorphisme= isomorphe afbeelding "in"

Het'homomorphe beeld van een B,A, is weer een B.A,

Dit is eenvoudig te zien: h(a) + h(b) = h(a+b), enz.

Opm. I.p.v. de 3 bovengenoemde voorwaarden opdat een afbeelding h een

" homomorphe afbeelding is, kan men ook eisen:

1° h(a+b) = h(a) + h(b)
2° h(ab) = h(a) h(b)
3% h(0) = 0

4° h@@) =1,

Kern van een homomorphe afbeelding

Zij h : A —>B cen homomorphe afbeelding. De kern (kernel) van h is de
verzameling {a : h(a) = 0, aeA} .

&
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Idealen

7Zij B een B.A, Een ideaal I is een niet lege deelverzameling van B, waar-
voor geldt ‘ '

1°. ael, beI=>a + bel,

20., ael, t£a, teB=>tel.

Merk op, dat altijd O€el.

Het ideaal dat slechts uit het nulelement bestaat, heet het nulideaal en

wordt met (0) aangeduid.

"Het ideaal dat uit alle elementen van B bestaat, heet het eenheidsideaal

en wordt ook wel met (1) aangeduid.

Hoofdidealen

7Zij a een element van een B,A. B. Dan is klaarblijkelijk de verzameling
{x t x€a, xeB}» een ideaal. Zulk een ideaal wordt een hoofdideaal ge-

noemd en wordt aangeduid met (a). a wordt de voortbrengende van het hoofd-

ideaal genoemd.,

Niet elk ideaal van een B.A, hoeft de hoofdideaal te zijn. B.v. het -
ideaal bestaande uit de eindige deelverzamelingen van 2 ©is geen hoofd-

ideaal,
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14.1.63

Zij nu h : B—»B' een homomorphe afbeelding van een Boolese algebra B

in een Boolese algebra B',

Bewering:

De kern van een homomorphe afbeelding is een ideaal.

Bewijs: Zij h(x) = h(y) = O, Dan is h(x+y) = h(x) + h(y) = O, Verder,
indien h(x) = O en t£ x, dan is h(t) = h(tx) = h(t) h(x) = O,

Stelling., Een homomorphe afbeelding is een isomorphe afbeelding dan en

slechts dan indien de kern het nulideaal is.

Bewijs: (i) Stel de kern is het nulideaal a en zij h(x) = h(y). Dan is
h(xy) = O dus Xy = O dus x» y. Analoog x<y. Dus x = y.
(ii) Stel h is een isomorphe afbeelding. Dan is natuurlijk de kern het

nulideaal.

We hebben dus gezien dat met elke homomorphe afbeelding h ; B~>B' (die
we van nu af steeds "op'" veronderstellen) een ideaal I van B geasso-
cieerd is, die de kern van h is. Nu kunnen we eveneéns B in klassen
(residuénklassen) verdelen, waardoor op B een equivalentie relaties ge~-
definieerd wordt.

Voor elk element x€B, zij n.l. [x] = {y : h(y) = h(x), yeB} .

De bijbehorende equivalentie relatie is dan gedefinieerd door
Xx=Ey 43 h(x) = h(y).
We merken op dat tO]:: I = kern van h.

We gaan nu omgekeerd van een (willekeurig) ideaal I van B uit en we
zullen nu bewijien, dat er een B.A.B' bestaat en een homomorphe afbeel-
ding h : B %B', zodanig, dat de kern van hg I is. Tevens zullen we

aantonen, dat B' eenduidig (op isomorphismen na) door I bepaald is.

We voeren eerst een nieuw begrip in n.l. het symmetrisch verschil van

twee elementen x en y van een B,A,
Dit wordt aangeduid door x Ay en gedefinieerd door x Ay = Xy + xg;,

We zien dat x&Ax = O,

&
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Teneinde bovenstaande bewering te bewijzen voeren we op B een binaire

relatie = ;in, die als volgt gedefinieerd wordt:
XEy a3 xAyel,

We zullen bewijzen dat deze relatie een congruentie r..atie is, d.w.z.

de relatie voldoet aan de volgende voorwaarden:

17, = is een equivalentie relatie

2, x=y
—=> X+tu=my+v en

Xu == yv
o e
3. xX=y e X=YV .

Hewi js:

_1p. x=x, want x4%x = 061

Xx@Ey =>y=E x, Dit volgt ommiddelli jk.

Stel x=y en y=z, dan moeten we bewljzen: x= z.

We beschouwen (x Ay) A(y Az) =
Xy + xy) (yz + yz) + xy + xy) (yz + yz) =
- (x+3) Gi+y) (yz+yz) + (xy+xy) (y+2) (F+2) =

(xy+%y) (Fz+yz) + (Xy+xy) (yz+yz) =

XyzZ + Xy2Z + Xyz + XYz + XyzZ
%z (F+y) + xz(y+y) = X2z + %2 = x Az,
Maar nu is x Ayel en yozel en dus
(x8y) (yAz) + (xby)(ybz) = (xAy) b (yAz) €1, .

Dus xbzel. Dus x= 2z,

20. We zullen eerst het volgende bewijzen:

X By = X+u = y+u VYVueB
(x+u) " (y+u) + (x+u) (y+u) =
Fu(y+u) + ) (GU) = x Uy + x y u =

Xy + xy)uel, Dus x+usy+u,
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Stel nu dat x==y en us v, Dan hebben we dus x+uyz=sy+u, Maar us=v, dus
we hebben weer y+u=ZEy+v. Dus x+usEy+v.

Op dezelfde wijze wordt het tweede deel van 2o bewezen,

3°, Dit volgt onmiddellijk uit xAy = X A ¥.

We zien dus dat de binaire relatie == " de B.A.B in residueklassen ver-
deelt (omdat == een equivalentierelatie is). We beschouwen nu de verzame-
ling B' van deze klassen. Voor elke x @B, stelle [x] weer de klasse voor

waarin x ligt.

Nu definieren we twee binaire en een unaire operatie op B' door:
(2] +[v3=[=]
[x1[v] =[=]
[x]" =[%].

Dat deze definities zinvol zijn volgt onmiddellijk uit het feit dat de
. beschouwde equivalentierelatie een congruentierelatie is .(dus uit 20 en

3° zie boven) .

Het is makkelijk in te zien, dat hierdoor B' een B,A. wordt met als nul-
element [ 0] en als eenheidselement [1].
(We wijzen er nog even op dat [()l: I, hetgeen makkelijk in te zien is,)

Tenslotte definieren we een afbeelding h : B jEL-B' die als volgt gede-

finieerd wordt

hx) =[x].

Bewering h is een homomorphe afbeelding waarvan de kern I is,

We hebben n.1l,

h(x+y) = [x+y] = [x] + [3,7] = h(x) + h(y) enz,

Verder:

Kern h ={x ¢ h(x) m{°j}= I.

We zullen nu tenslotte nog bewijzen, dat B' eenduidig door I bepaald is
(op isomorphismen na).

#
Zij n.l. B* een B.A, en zij n*: B -3£> B  een homomorphe afbeelding,

M 3 o Y * 3
waarvan de kern I is, Nu is het eenvoudig te.zien, dat B  eveneens iso-

~
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morph is met de algebra van residueklassen van B en deze is isomorph met B.

Opm. De B.A.B' wordt vaak met B/I aangeduid..
Opm. Indien xgy, dan is natuurlijk [x}s [y] . Het omgekeerde is niet

altijd waar. Wel hebben weﬁ
[x1<[yle[=x][v] = [0] =
[x5]= [o]erxyer.

Samenvattende kunnen we zeggen:

Zij B een B.A. Er is een éénéénduidige correspondentie (aop isomorphismen
na) tussen de idealen van B en de homomorphe afbeeldingen van B, zodat met
elke homomorphe afbeelding van B, dat ideaal van B correspondeert, dat de

kern is van de homomorphe afbeelding.
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Voortbrenging van idealen

Zi‘j‘I1 en 12 twee idealen van een Boole'se algebra. Met IIV'I2 bedoelen

we het kleinste ideaal, dat I1 en 12 bevat. Zo'n kleinste ideaal bestaat
zeker. Het is n.l. - zoals gemakkelijk te zien is - de verzameling

en I, bevatten.

theoretische doorsnede van alle idealen, die I1 2

Bmmmng:11V12={x :x=1HV,ueII,V€IZ}-

Bewi js: Deze verzameling van elementen x is zeker een ideaal, Immers,

indien X, = u1+v19 X, = Uytv, dan x1+x2 = (u1+u2) + (v1+v2). Tevens heb-
ben we dan indien t4 x = u+v, dan is t = tu + tv en tue Il’ tve.IZ. Elk

ideaal dat Il en 12 bevat moet zeker elk element van de vorm u+vlu€.11,

VG.IZ bevatten dus de bovenstaande verzameling is inderdaad het kleinste
ideaal, dat I1 en 12 bevat,

Priemidealen.:

Zij B een B.A. Een ideaal I van B is een priemideaal indien 1o 1 # B,
2° xy €1 = minstens één van de elementen x en y behoort tot I.
Een ideaal I van B is een maximaal ideaal, indien J > I, J # I, J een

ideaal impliceert dat J = B,

In elke B.A, is het begrip priéemideaal en maximaal ideaal hetzelfde,
zoals uit de volgende stelling blijkt. We voeren nog even een notatie
in, De B.A,, die uit slechts 2 elementen O en 1 bestaat, stellen we

steeds voor 2,

Stelling.

"Zij B een B.A. Zij I een ideaal van B. Dan zijn de volgende voorwaarden

geli jkwaardig
(i) I is een priemideaal

(ii) Voor elk element x€B, of x Of x€ I

"(iii) I is een maximaal ideaal

(iv) A/1 22,



~23—

Bewijs (i) ==> (ii) xx = 061, Dus minstens x of x€I. Stel x 2n xel.

Dan 1 = x + ;ce]{, dan B = I, Tegenspraak.

(1i) =$(iii) Stel IcJd, I #J, IxeJ, x¢I. Dus x eI, dus X €J. Dus
1=x+%x€J. Dus J =

(iii) =»(i) Stel xyel, x¢ I, Beschouw (x)V I = B, Dan 1 = z+u,ue I,
z€§ X, Dus y = yz + yuel,

(1) => (iv) Stel x¢I, y¢ I, dan xel, yel dus xy + xyel,

(iv) =>(i) Stel xyeI, x¢ I, dan yel.

We herhalen nog even het lemma van Zorn. Zij P een gedeeltelijke geor-

dende verzameling. Indien elke keten in P een bovengrens heeft, dan

heeft P een maximzal element,

Grondstelling van priemidealen

7Zij B een B.A, Voor elk element x # O, bestaat er een priemideaal I,

zodanig dat x ¢ I.

Bewijs. Zij M ={ I, x%I, XelI, I een ideaal van B, M is niet leeg,
want (x)e M, Het is duidelijk dat indien I, ,/e '  een keten van M
is, (gedeeltelijk geordend onder verzameling theoretische ordening) dan
.QP IJ’ is een bovengrens van deze keten, die ook tot M behoort. Dus
heeft M een maximaal element. Zij K zulk een maximaal element. We zul-
len aantonen, dat K een priemideaal is. Stel J 2K, J # K. Dan x&J,

maar ook ;KGJ, dus 1€ J, dus J = B.

Stelling. De verzameling theoretische doorsnede van alle idealen van

een Boole'sze algebra is het nulideaal.

Het bewijs volgt onmiddellijk uit de voorafgaande stelling.
Definitie, Een verzameling I /e r van priemidealen van een Boole'se

algebra B, heet een Stone famllle,, indien np I,}/ = (0).

Stelling. Zij S een familie priemidealen van B, Dan zijn de volgende
voorwaarden gelijkwaardig.

(i) S is een Stonefamilie

(ii) Indien x€B, x £ 0, JI€S, zodat x §1I

(iii) Indien ¥ en y €B, x%y, J1€S, zodat x¢1, yel.

#
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‘Bewijs. (i)=>(ii) volgt ommiddelli jk.
(ii) =>(iii) xy # 0, J I€S, zodat xj?#l, dus x + y€I, dus yelI,
§€I,X%Io

(1ii) (i) neen voor y = O,

Verzamelingenlichaam

Een klasse F van deelverzamelingen van een verzameling V, heet een (ver-
zamelingenlichaam) indien F gesloten is onder de verzameling theoretische

operaties.
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Vraagstukken 1., Elk eigenlijk ideaal kan tot een priemideaal voortgezet

worden,
2. In een atomistische Boole'se algebra is 1 de som van alle

atomen,
3. Bewijs dat de Boole'se algebra van eindige en co-eindige
deelverzamelingen van de oneindige deelverzameling precies één priemideaal

heeft, dat geen hoofdideaal is,

4, Een hoofdideaal (a) is precies dan een priemideaal, indien

a een atoom is.,

We zullen nu de eerste hoofdstelling (Stone) van de representatietheorie{ i

bewi jzen.

Stelling.

Elke Boole'se algebra is isomorf met een verzamelingenlichaam..

Bewi js.

7Zij B een Boole'se algebra. Zij green verzameling, die hetzelfde cardinaal-
getal heeft als de verzameling der priemidealen van B. We kunnen derhalve
de elementen (punten) van grdoor Py voorstellen, waarbij I een priemideaal
van B is. Zij B' de Boole'se algebra van alle deelverzamelingen van gi We
definigren nu een afbeelding h van B in B' en we zullen bewijzen dat deze
afbeelding een isomorfisme is, waarmee we dan de stelling bewezen hebben.

h is als volgt gedefini&erd

h&)={p1:x¢1,ple?}

We bewijzen nu achtereenvolgens

(i) h(x+y) = h(x)u h(y)

Stel p € h(x+y) =>x+y£1 ==> minstens x of y, stel x §I =3 pIeh(x)g’
pré h(x)v h(y).

Stgl h(x) v h(y) => minstens h(x) of pleh(y), stel h(x) ==
x¢1=§x+y¢1 = p; e h(x+y).

(ii) h(xy) = h(x)a h(y)
pIeh(-xy)ééxy#I@X?'I,Y%I

- p;e h(x), py€h(y)&=> py€ h(x) nh(y).
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(i1i) h(0) = @, Dit is triviaal, want elk priemideaal bevat O,

(iv) h(1) = @f Dit is ook triviaal, want geen priemideaal bevat 1.

Uit (i) - (iv) volgt dat h een homomorfe afbeelding is (merk op, dat
i~derdaad volgt dat h(X) = h(x) .) Derhalve is het beeld van B een
verzamelingenlichaam (een deelalgebra van B'). We moeten nu nog slechts
aantonen, dat h een isomorfe afbeelding is., Dit doen we door te bewijzen,

dat de kern van h het nulideaal is.

(v) h is een isomorfe afbeelding. Stel h(x) = @. Voor elk element x#0,
bestaat er een priemideaal I, zodat x ﬁi (Grondstelling priemidealen).
Hieruit volgt dat h(x) = @ impliceert x=0,

Hiermede is de stelling bewezen.

Gereduceerd lichaam

Een verzamelingenlichaam F, van deelverzamelingen van een verzameling gr
(kort aangeduid met (F,gr) heet gereduceerd, indien voor elk tweetal

punten p and qé¥ , er ecen element X&F bestaat; zodat p€ X, q%X.

Bewering., Het in de bovenstaande stelling geconstrueerde lichaam is
gereduceerd,

Bewi js. Stel pI # qI . Dan Il # 12. Dan bestaat er een element x €B,

1

zodat x¢ I_, xel ? Derhalve p. € h(x) en q. &€ h(x). Dus X = h(x)
1 I I

2 2

heeft de gewenste eigenschappen.

Opmerking,

Het is niet moeilijk uit bovengenoemd bewijs (van de hoofdstelling)
af te leiden, dat dit bewi js doorgaat ook indien men voor gr‘niet de
verzameling van alle priemidealen neemt, maar slechts een Stone-
familie,

Dus:

Elke Boole'se algebra B is isomorf met een verzamelingenlichaam, dat
bestaat uit deelverzamelingen van een willekeurige Stone-familie en

Priemidealen van B.
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Enige begrippen uit de topologie

Zij X een verzameling (ruimt-). Zij 0 e-n -erzameling van deelverzamelin-

gen van X d'e aan de volge de vo rwaarden voldoet:

1. 0 is gesloten onder eindig- doorsnijding

2. 0 is gesloten cnder (eindige en oneindige) veren’ging
3.9€0

4, Xe 0,

We zeggen, dat X een topologische structuur bezit (kort: X is een topo-
logische ruimte), die b  paald wordt door (’. De elementen van (" worden

de open deelverzamelingen van X genoemd.

Aan elke verzameling X kunnen vele topologische structuren verleend
worden., De twee "uitersten' zijn:
1. ( = verzameling van alie deelverzamelingen van X (discrete topologie)

2. 0 = {¢ ﬂ(} (indiscrete topologie).

Zij X een topologische ruimte. Een basis voor de topologie van X is een
verzameling: van open deelverzamelingen van X, zodanig dat elke open

deelverzameling de vereniging van elementen van de basis is.,

Een subbagis is een verzameling van open deelverzamelingen, zodanig dat de
verzameling wvan eindige doorsnijdingen ervan een basis is;

Omgekeerd: elke verzameling van deelverzamelingen, die gesloten is onder
eindige doorsnijding kan als basis voor eentopologie dienen. Analoog kan
elke verzameling van deelverzamelingen als subﬁésis voor gentopologie

dienen.

Zij X een topologische ruimte. Een deelverzameling A van X heet gesloten,
indien het complement A” van A open is,

X heet Hausdorff indien aan de volgende voorwaarde is voldaan:

Voor elk tweetal punten p en q bestaan twee open verzamelingen U en V,

zodat peU, qeV, UnV = 4.
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"X heet compact, indien voor elke overdekking van X met open deelverzame-
lingen, dus %%v U = X, er een eindige partiéle overdekking bestaat,

p
dus er bestaat een Pl ct", T

1 eindig, zodat :? U¥ =X,
1

Zij X en Y twee topologische ruimten. Een afbeelding f : X—>Y heet
continu ;, indien voor elke open deelverzameling U van Y, f’l(U) open is,.
f : X=+=Y heet een homeomorphe afbeelding, indien f éénéénduidig is en '

f en f_l continu zijn.

Voorbeeld

*
Zij X een oneindige verzameling. Z2ij X de verzameling die verkregen
wordt door aan X een element p toe te voegen. We definiéren een topolo-

*
gische structuur op X door als open verzamelingen te definié&ren:

o] o & [o] . s s
1°. ¢ ’ 27, X ;, 3 . elke deelverzameling van X. Elke co-eindige

#*
deelverzameling van X die p bevat.

Opgaven. 1. Bewijs dat op deze wijze een topologie gedefinieerd is,

2. Bewijs dat X Hausdorff is. |

3. Bewijs dat x* compact is.

4, Bewijs dat de open- en gesloten ('clopen'’) deelverzamelingen
de eindige deelverzamelingen van X zijn en de co-eindige
deelverzameling van X* ; die p bevatten

5. Bewijs, dat de open- en gesloten deelverZamelingen een

basis vormen.,

Zij X een topoclogische ruimte., X heet O-dimensionaal, indien X een basis

bezit van open= en gesloten deelverzamelingen.
Zij (A) de volgende eigenschap:
Voor elk tweetal punten p en q bestaat een open- en gesloten deelver-

zameling U van X zodat peU, q%U.

Opgave. Bewijs dat voor een compacte ruimte X de eigenschap (A) equiva-
lent is met de nuldimensionaal.

Merk op, dat bovenstaand voorbeeld nuldimensionaal is,

Een compacte, nuldimensionale Hausdorffruimte heet een Boole’'se ruimte.
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Topologische representatie van een Boole'se algebra B.

Zij S(B) de verzameling der priemidealen p; en F ={h(x) : xeB} .
h(x) ={p1, xf.IA, 1 priem} . F is een lichaam,

We voorzien S(B) van een topologische structuur door F als basis te
nemen,

Stelling. S(B) is Hausdorff, nuldimensionaal, compact.

Bewijs. 1. Hausdorff. zij p; # q; dus I # I,, dus 3 x,xeB, xel,

xfI , dus p, € h(x), p eh(}c). 2
2 Il 12

2. Nuldimensionaal. De elementen van F zijn clopen.

3. Compact. Stel U_ h(x,) = S(B) en stel U h(xy) # S(B)
~ompact z el )/e P )’
voor elke Fl r, Pl eindig.(Merk op, dat we ons beper-

ken kunnen tot bedekkingen met elementen van de basis.)
Dus EP x’ # 1 voor elke eindige f'lc " ., Dus het ideaal I dat
1

voortgebracht wordt door de verzameling {x},,}é P} is eigenlijk. Dus
¥ *®
I kan tot een priemideaal I voortgezet worden. Dus alle xj, €1 .

Dus Py* gf h(xj/) voor allé /SP. pus U h(x/) # S(B). Tegenspraak,

/er'
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We hebben dus bewezen, dat S(B) nuldimensionaal, Hausdorff en compact
is, De basis voor de topologie van S(B) bestaat uit alle verzamelingen:
{h(x) : xEIB}a We willen nu nog bewijzen, dat elke open- en -gesloten

deelverzameling van S(B) een element van de basis is,

Bewijs, Zij dus U een open- en -gesloten deelverzameling van S(B). Dus,

U = gl" h(x‘,), xIGB . Maar U is een gesloten deelruimte (zie beneden)

van S(B) en dus is U compact. Derhalve bestaat er een eindige deelver-

zameling Pl c P, zodat U= %% h(x,). Maar de verzameling-{h(x ),ffp}

is een lichaam dat isomorph is met B en dus U = U h(xia = h( xl),
f€ts Jety

waarmee het gestelde bewezen is,

Relatieve topologie

Zij X een topologische ruimte en zij ¥ een deelverzameling van X, We
kunnen dan aan Y een topologie toekennen op een natuurlijke wijze als
volgt:

De verzameling van open deelverzamelingen is {Ur\Y, U open in X }, Het
is duidelijk dat deze verzameling aan de eisen op blz.27 voldoet. We

zeggen, dat Y de relatieve topologie bezit en we spreken over de deel-

ruimte Y van X (met de relatieve topologie). Is Y open (gesloten) in X,
dan spreken we over de open (gesloten) deelruimte Y van X,

Het is duidelijk, dat als {II [611} een basis voor de topologie van
X is, dan is ‘{Ui NnY, y159} een basis voor de relatieve topologie van
Y.

Stelling. Een deelruimte Y van een Hausdorffruimte X is weer Hausdorff.
Bewijs. Zij p,q€ Y. Dan bestaan er twee open deelverzamelingen Ul,U2
van X, zodanig dat peUlpq-e Uys Uln Uz = @. Maar dan is ook '
(U, n Y) n(Uan) = @. Dus Y is Hausdorff,

Stelling. Een gesloten deelruimte Y van-een compacte ruimte X is weer
compact.

Bewijs. Zij Uipj’éi“ een verzameling open deelverzamelingen van X,

zodanig dat ,y"ejﬁ’ vy D Y. Nu is XN Y open dus [U U, u(XNY)= X.

en 4

&
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Maar X i< compact, dus er is een eindige deelverzameling P].C r , zodat

U, U, U XAY) = X, Derhalve - U Uy DY, -
JETL Y ery

We keren nu terug tot onze beschouwingen over Boole'se ruiﬁten én Boole;se
"élgeﬁraso

Zij dus B een Boole'se algebra.. We hebben gezien, dat S(B) een Boole'se

" ruimte is, zodanig dat B isomorph is met het lichaam van de open- en

-gesloten deelverzamelingen van S(B). Dus aan elke Boole'se‘algebra B is

een Boole'se. ruimte S(B) (de-Stone ruimte of de duale ruimte van B) toe-
gevoegd., |

Het is eenvoudig in te zien dat indien B1 en B2 isomorphe algebras zijn,
dan zijn S(Bl) en S(Bz) homeomorphe ruimten.

Zij nu omgekeerd X een nuldimensionale, compacte Hausdorff ruimte. We.
kunnen dan aan X een Boolekse ruimte B toeﬁoegen, zodanig dat S(B) homeo-
morph met X is (dus de Boole'se ruimte van B is precies X).

We nemen n.l. voor B het lichaam van de open- en -gesloten deelverzame-
lingen van X. We moeten dan nog bewij)zen, dat de Stone ruimte van B
homeomorph met X is. Daartoe moeten we een afbeelding f : S(B) =X
construeren die "'op" is en homeomorph. |

Wg stellen de punten van S(B) weer voor door Pys waarbij I een priem-
ideaal van B is, Zij nu I een priemideaal van B, dan is het niet moei-

" 1ijk in te zien, dat bij een eenduidig bepaald punt qI van X hoort, zo
dat qg buiten elk element U ligt, dat tot I behoort (U is dus een open-

_en -gesloten deelverzameling van X). We stellen nu h(pI) = dy-
Opgave. Bewijs dat h "op is en een homeomorphe afbeelding.

Het bovenstaande kan nu kort als volgt samengevat worden:
Stelling. Er bestaat een éénéénduidige correspondentie tussen Boole'se

algebras en Boole'se ruimten (op isomorphismen en homeomorphismen na).

Idealen

We zullen nu de idealen van een Boole'se algebra B topologisch voor-
stellen.

We herinneren er nog even aan, dat de idealen van een Boole'se algebra

B een lattice vormen, onder verzameling theoretische insluiting, zodat
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LV I, ={x+y, xel, y_élz}

IlA 12 = Iln 12,

Dit lattice zullen we (7 noemen en we merken op, .dat y zelfs een vol-
ledig lattice is, ‘

We hebben dan

J"’Plcn”r‘leindig" x,élr}

]
o
Pﬂ

™

fév"‘ I(f aperﬂl

A, = N 1, .
}/er'J per ¥
We beelden nu de idealen van B af op de open deelverzamelingen van S(B).
Zij n.l. I een ideaal. Zij 0(1I) = U h(x) (waarbij met h de afbeel-
. o xel
ding van blz.25 bedoeld is).

Het is duidelijk dat O{(I) open is.

Stelling. De afbeelding I —+ 0(I) is een isomorphe afbeelding van het

latticeg.’] op het lattice J° van de open deelverzameljngen.

Opmerking. (" is inderdaad een lattice, zoals gemakkelijk te zien is

(onder verzameling theoretische insluiting).

w O

Men heeft V 07, = U (1 Ao =(0G),
AL AL A

waarbij voor elke deelverzameling U, U° de grootste open deelverzame-

ling voorstelt, die in U begrepen is,

Bewijs van de stelling.
(i) Zij Il
p & 0’(11), dan bestaat er een xeBg zodat pe h(x)c (7(11) Het is

dus h(x)e I dus pe 0(12).,

< 12, we moeten dan bewijzen, dat 0'(11)6 O'(Iz). Indien

makkelijk te zien, dat xe€ I, dus xe€l

1 2° 2°

(ii) (7(11) =0'(Iz) dan moeten we bewijzen, dat I, = Iz'p maar dat

1
volgt onmiddellijk uit de definitie.

(iii) 2Zij 0(11) c 0(12) dan moeten we bewijzen dat I. C I,. Ook dit

1
is eenvoudig in te zien.
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Opgaven

1. Bewijs dat de hoofdidealen van B met de open- en ~gesloten deelver-

zamelingen van S(B) corresponderen.

2. Bewijs dat de priemidealen met de complementen van de punten van

S(B) corresponderen.

3. Bewijs n.a.v.2., dat elke Hausdorffruimte eenTy ruimte is (d.w.z.

elk punt van is gesloten).
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We hebben dus gez1en dat de idealen van een Boole'se. algebra B 1n ééﬂééh—
duidige correspondentle zijn met de open deelverzamellngen van S(B)
Zij nu B een Boole'se algebra en 1 een ideaal van B. We willen nu de

Stone ruimte van B/I beki jken.

Stelling. De Stone ruimte S(B/I) van B/I is S(B)ﬂu O(I), waarbij O(I) d1e~

open deelverzameling van S(B) voorstelt, die correspondeert met I,

Opm. We wijzen erop, dat S(B) v O(I) een gesloten deelruimte van S(B) is
en derhalve compact, Hausdorff en eveneens nuldimensionaal en derhalve

een Boole'se ruimteo

Bewijs. Het is duidelijk, dat indien U .en V, .twee open- en gesloten deel-
verzamellngen van S(B) zijn, dan zijn U' U n (S(B)tv O(I) en

V' = VN(S(B)~O(I) open- en gesloten deelverzamelingen van S(B) ~ O(I).-
Verder hebben we dat U' = V' & (U'nV) u(UNV') c O(I). Dit betekent

dus dat de collectie deelverzamelingen

{ U U= Un (S(B)Y~O0O(1)), U~openf en gesloten in S(B)}

een verzamelingenlichaam is, dat isomorph is met B/1, Nu is S(B) ~ 0(1)
compact en we kunnen dus concluderen, dat alle open- en gesloten deel-
verzamelingen van S(B) ~ O(I) op deze wijze verkregen worden. Hieruit

volgt inderdaad dat S(B) ~ O(I) de Stone ruimte is van B/I.

Opmerking. Is omgekeerd X een gesloten deelruimte van S(B), dan bestaat
er natuurlijk een ideaal I,zodanig dat X de Stone ruimte van B/I is. I

is n.1l. dat ideaal van B, dat met B ~v X correspondeert,

We wiilen ons nu‘mét het topologische beeld van deelalgebras van Blﬁezig
houden. Eerst bewijzen we de volgende

Stelling. Een continue afbeelding f van een compacte ruimte X in een
Héusdorffruimte Y is gesloten (d.w.z. indien U € X, U gesloten, dan

£f(U) gesloten).

Bewijs., Stel U is een niet lege gesloten deelverzameling van X. We mogen
aannemen, dat U # X, We zullen nu bewijzen, dat elk punt p&Ywf(U) ligt

I3
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in een open deelverzameling van Y, die zelf weer in Ymn £(U) bevat is,

Zij q een willekeurig punt vén f(U). Aangezien. Y Hausdorff is, bestaat

er een open deelverzameling V(q), zodat qe V(q) en p ¢ U V(q) (=afslui-

ting V(q)). X is compact en U is gesloten, dus U is een compacte deel-

ruimte van X. Dus is £(U) eén-compacte deelfuimte van. Y. Nu is LJ V(q)

’ qe,f-(U)

~een overdekking van f(U) en dus bestaan er punten ql,qz,.,.,q

zodanig dat Lé’f(U) V(q ) een overdekking van f(U) is. Het is nu een-
n

voudig in té zien, dat'Ynl(L), V(qi)) een open deelverzameling is,
i=1

die p bevat en die in Y ~v £(U) bevat is.

We zullen nu aantonen, dat indien C een deelalgebra van B is, dat S(C)

een contihu beeld van S(B) is. Eerst bewijzen we enige lemma'’s.

Lemma 1. Zij B een Boolese algebra en C een deelalgebra van B en zij 1
een priemideaal van B, Dan is I A C een priemideaal van C.

Het bewijs is zeer eenvoudig en wordt aan de lezer overgelaten.

Lemma 2. Zij I een prlemldeaal van C, Dan bestaat er een pr1em1deaa1 ™

van B, zodat I NCs=1I,

Bewijs. Zij I' het ideaal van B, dat»voortgebracht wordt door I. Het is
duideli jk, dat I'N C =1, Verder is I' evenals I een elgenlle ideaal.
Derhalve bestaat er een priemideaal I*.Van B, zodat I D I'., Nu is
bllakbaar, fﬁ\ C2DI., Maar I*(\ C is een pr1em1deaa1 van C en dus eigen-

*
1lijk, maar I is maximaal, dus I N C = I,

We bew13zen nu de volgende

~Stelling. Zij B een Boole'se algebra en zij C een deelalgebra van B.
Dan bestaat er een continue afbeelding f : S(B) == S(C).

Bewijs. We zullen de priemidealen van B "ordenen” door de punten van
S(B). Hetzelfde geldt voor C. We definig&ren nu een afbeelding

f : S(B)—>S(C) als volgt.

Voor elk punt p €S(B), f(p)€ S(C) is bepaald ﬁod? %Kp)=1pr\C (verg. lemma
1). Deze afbeelding is duidelijkerwijze "op" volgens lemma 2. We zullen
nu bewijzen, dat f de continue afbeelding is. We kunnen volstaan met te
bewijzen, dat voor elke open- en gesloten deelverzameling U van s(c) ,
f—l(U) open- en gesloten in S(C) is. We zullen nu de isomorphe afbeel-

ding van B op het lichaam der open- en gesloten deelverzamelingen van
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S(B) door h voorstellen en van C op de open- en gesloten deelverzamelingen
van S(C) door h'.

=1
Zij nu U - h'(x), xe&C. We beweren nu, dat h(x) = £ “(U). We hebben n.1.

pe h(x) %x¢1p®x¢1pn cC<=>f(ple U-,-.-#pe,f_l(U).

Hiermede is de stelling bewezen.

We kunnen natuurlijk omgekeerd bewijzen, dat indien S(B) en S(C) de Boole'se
ruimten van twee B.A.'s B en C zijn, en £ : S(B) 28 S(C) is een continue
afbeelding, dan is C isomorph met een deelalgebra van B. De deelalgebra van

B is de verzameling{:f_l(U) : U open- en gesloten in S(C).

Verband tussen homomorphe afbeeldingen en continue afbeeldingena

Zij h : B-=»C een homomorphe afbeelding. Dan is h(B) een deelalgebra van C
en dus correspondeert hiermee een continue afbeelding f van S(C) op S(h(B))
die tegelijk een gesloteh (f = gesloten!) deelruimte van S(B) is, Het ver-

band tussen h en f is klaarblijkelijk gegeven door
£ 1) = h(@ = U N £(SREB))

voor elke open- en gesloten deelverzameling van S(B).
Meer algemeen:
epimorphisme <3 homeomorphe afbeelding in
(hom.afb. op) '

monomorphisme -=—3» continue afbeelding op
(isom.afb, in) '
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_ Als een toepassing van de behandelde theorie zullen we de vrije Boole'se

. ‘'algebras behandelen.

Zij B eén Boole'Sé aigebra en E een verzameling vooftbrenggnden van B.

(Dus B is de kleinste deelalgebra van B die E bevat, ))

B is vriJ op E, indien voor elke Boole se algebra c en voor €lke afbeel-,

dlng h E-—»C h voortgezet kan worden tot een homomorphe afbeelding

" h ¢ B=#C,

Lemma 1. h™ is eenduidig bepaald.

Bewijs., Stel h* en h**'zijn beide voortzettingen van h.

Stel X = {x : h*(x) = h'“‘(x)»,J xe B}’ Het is niet moeili jk 1ﬁ te zien,
dat X O E en dat X een deelalgebra van B is. Derhalve is X = B en dus

’ h*= h*i:
Stelling.
~ Stel Bl is vrij op E19 B2 vrij op Ezh_Dan geldt: Bl en Bz zijn isomorph
. dan en slechts dan lE I = ‘E ‘ . .' ‘
~.Bewi‘)s° , -
(1) Stel l E | = lEzi Dus er bestaan 1 1- duldlge afbeeldingen Q:'
. .__Op
h1 : E1 s EZ
. op
h2 H Ez el E2 0
.zodanig dat hlh = h2h1 = 1, | |
Nu bestaan er homomorphe voortzettingen h1 en hz van h1 en h2 Zo dat
%
s B, —» : :
h*: B —>B, en hy : B,~»B . Nu is hy h" 1i!_Blm-a»lal en hy hifE, = hyh
maar hzhl = 1, dus volgens lemma 1 geldt h2 1 = 1. Evenzo geldt
#* oy '
15% h;* 1, derhalve zijn hl en h, isomorphe afbeeldingen "op", en
dus zijn Bl en B isomorph. ‘ ‘

(ii) Stel B1 en B2 zidn iscmorph, In. geval Bl en Bz oneindig zijn;volgt

onmiddellijk dat |E ! = IE I , want het cardinaalgetal van een oneindige
Boole’se algebra is hetzelfde als dat van een verzameling voortbrengen-

den (waarom?) .

&
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_Stel nu, dat !Bll = ‘le eindig en stel lEll = m, 'E ‘— n, m>n, Er
H E1 ~£EL-E2 die tot een homomorphe afbeelding

*
: B ~H>B2 voortgezet kan worden, Maar h is niet eeneenduidig, dus

‘bestaat een afbeelding h
’ *
iB > lB %, Tegenspraak.

Uit het bovenstaande theorema voigt, dat indien voor elk cardinaalgetal

® , een B,A, bestaat, die vrij is op een vérZameling E; 'E l: o, van
voortbrengenden,dan is deze eenduidig bepaald. Duiden we hem aan met B s

dan is le‘ =0 , indien &f oneindig is. We zulleh straks Zien, dat
n
Bn =2 , indien = n = eindig.
De existentie van Bd voor elk cardinaalgetal & wordt bewezen door de.
duale ruimte van B te construeren,

Zij T , a€&A een fam111e topologische rulmten. Beschouw het nartesiache

a

product }{A Tav= verzameling van alle functies x op A, zodat voor elke
[e 3 .

aéAi, f(a)eTa, We topologiseren X T door een subbasis te defini&ren
. aeh

voor de open deelverzamelingen. Hiervoor nemen we de verzamelingen

"{x Pox € U}-, waarbij U een open deelverzameling van T is en x = x(a)
(dus de a € coordinaat van x. We zien, dat de eindige doorsnladlngen

van de elementen van de subbasis een basis voor X T 21y%en elke open1‘

e A
deelverzameling is een verenlglng van ba81selementen.

Het is eenvoudig in te zien, dat indien elke T Hausdorff is dan.is het
topelogische product eveneens Hausdorff. Verder geldt de stéelling van
Tychonoff (zie Kelley p.143); dat indien. elke Tabcompaet-is, dan is ook

het topologische product compact.

Cantorruimten

We zullen nu in het vervolg met het symbooi 2 de ruimte bestaande uit 2

punten, met de discrete topologie, aandulden° /

Zij nu & -een cardinaalgetal; dan beschouwen we het topologlsche product

‘van ¢ copie&n van de ruimte 2. Deze ruimte noemen we de Cantorruimte.C .
Uit het bovenstaande volgt, dat indien we de punten van 2 deoor O en 1

voorstellen, dat de elementen van de subbasis van Cm de verzamelingen

{x :%}=19X€C}
' ‘ -voor elke a €A
ixr: = 0, xeaq*} iAl -

de lege verzameling @
de hele ruimte C&
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"Het is duideli jk, dat elk ¢lement van de subbasis open - en gesloten is

oen. derh“lve is elk elemen* van de basis eveneens open~»en gesloten.

. Hieruit volgt, dat Cot nul-dimensionaal is. Tevens is Cy Hausdorff en
compact (vins de stelling van Tychonoff). Derhaive s C, een Stone

ruimte.

We merken op dat elkeopen- en gesloten deelverzameling een element van de

basis moet zijn.(Ga dit na, het volgt uit de compactheid van C‘x 2)

We bew: jzen nu de volgende
Stelling.
De Boole'se algebra B van alle open- en gesloten deelverzamelingen van

C“ is de vrije Boole'se algebra B& op. ok voortbrengenden,

"Bew1Js. Zij voor elke aeA
®
a ={x ox‘ —l,xeck

Nu is elk element van B een eindige vereniging van eindige doorsnijdingen

#*
van elementen a en hun complementen, Derhalve is de verzameling
E = {a* : aeh } een verzameling voortbrengenden en I E l = .

We zullen bew1gz9n, dat B vrij op E is.
Zi3 C een Bocle'se algebra., We identificeren C met het lichaam van de .
open- en gesloten deelverzamelingen van S(C), Zij h : E=+C een afbeel-

ding van E in €. Mu definiéren we een afbeelding £ : S(C)=—>C als volgt:
(f(y))a =1 indien yeh(a ™)
(£(y») = O indien y¢h(a%),

We beweren, dat f een cr.mtinue afbeelding is. Inderdaad voor élke éeA,
geldt £ (2% = n(a™ en £1((@™1) = (a1, Dus het inverse beeld
van een subbasisch element is open- en geslofen. Derhalve is f continu.
Nu is mret f een homomorphe afbeelding h ¢ B-sC verbonden, zodanig dat
h*(U) = fmlU voor elke open~ en gesloten deelverzameling UE€C,

Nu is h*(a“) = fml(a*) = h(a™ . Derhalve is h* een voortzetting van h en

hiermede is dus bewezen, dat B« = B,

Opmerking. Aangezien C discreet is indien n eindig is, volgt hieruit, dat.
het aantal elementen de vrije Bor.:ale se algebra B op een elnd1g aantal

n
vourfbrengendev 22 is’ (het aantal punten van B is 2" en dus het aantal

deelverzameh ngen 22 .
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